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  ملخص

ة      يهدف الب  ى الحلق ة عل ة والكافي اد الشروط اللازم ى ايج رة Aحث إل لكي تكون   G والزم
ذا البحث    و . حلقة - duoحلقة أو  - zcحلقة أو  - A[G] ،ziحلقة الزمر  د وجد  في ه ه إذا   ناق أن

ة   G حلقة هو أن تكون  - A[G] ،ziزمرة دورية فإن الشرط اللازم لكي تكون  Gآانت  هاملتوني
  .حلقة – A[G]، ziشروطاً آافية لكي تكون  ناثم وجد  .لقةح - A ،ziوأن تكون 

 

Abstract 

The aim of this research is to find the necessary and sufficient 
conditions on a ring A and a group G for which the group ring 
A[G] to be a zero insertive ring (zi-ring), a zero commutative ring 
(zc-ring), and a duo- ring.  In this paper, we found that the 
necessary conditions for A[G] to be zi-ring are that G must be 
Hamiltonian group and A is zi-ring whenever G is a periodic 
group. Also similar results for A[G] to be zc-ring and duo-ring are 
given. 

 
  مقدمة

ومع تقدم علم   .من الدراسات المهمة في الجبر في الوقت الحاضر حلقات الزمرن دراسة إ
  :نجد أن العديد من الأسئلة تطرح على حلقات الزمر ومن هذه الأسئلة مثلاً  ،الجبر الحديث
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 A[G] الزمرحتى تمتلك حلقة   Gوالزمرة Aعلى الحلقة  ةوالكافي ةط اللازموالشر ما هي
 ... ،(Artinian) الأرتينية والخاصية ،(Noetherian)الخاصية النيوثرية : ، مثلاخاصية م

ما هي الشروط اللازمة   :وهو آلاوفي هذا البحث سنحاول الإجابة على سؤال من هذا النمط 
  . حلقة A[G]،  - ziحتى تكون حلقة الزمرة  Gوالزمرة  Aوالكافية على الحلقة 

  
  :حظات أوليةمصطلحات وتعاريف وملا - §. 1

  : ستخدم الرموز والمصطلحات التاليةفي هذا البحث سوف ن

١. A[G]  سترمز لحلقة الزمرة الضربيةG  فوق الحلقةA.  

دة   A[G]سترمز للمثالية إلى اليسار من  G(H)فإن  Gزمرة جزئية من  Hإذا آانت  .٢ المول
ة  السترمز للزمرة الجزئية > g<فإن   gGوإذا آان. hH{h-1}بالمجموعة  دة  دوري المول

  .gبـ 

  :فإن Rمجموعة جزئية من حلقة ما  Xإذا آانت  .٣

  :هي بالتعريف (left annihilator of X)إلى اليسار  Xعادمة  -

(X)l = {r  R; r x = 0  x  X} 

  : هي بالتعريف) right annihilator of X(إلى اليمين  Xعادمة  -

(X)r = {r  R; x r = 0  x  X} 

  .Rمثالية إلى اليمين من  r(X)وأن  Rمثالية إلى اليسار من  l(X)لة أن يمكن أن نرى بسهو .٤

  .)Unitary rings(جميع الحلقات المستخدمة في هذا البحث هي حلقات واحدية  .٥
  

  : Menal, 1979, p. 204)( 1.1تعريف 

a.   ة ا أ Rنقول عن حلق ة   -  l.i.r.iنه ى      (left ideal right ideal)حلق ة إل إذا آانت آل مثالي
  .Rهي أيضاً مثالية إلى اليمين من  Rيسار من ال

b.  ة ا  أ  Rنقول عن حلق ة   - .l.a.r.iنه  l(X)إذا آانت   (left annihilator right ideal)حلق

  .Rمن  Xمهما آانت المجموعة الجزئية  Rمثالية إلى اليمين من 
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  :Sehgal, 1978, p. 8)( 2.1تعريف 

a.    ة ا  أR نقول عن حلق ة  - zcنه إذا آانت تحقق الشرط      (zero commutative ring)حلق
  :التالي 

  = 0 then   = 0 for all ,   R 

b.  نقول عن حلقةR نهاأzi  - حلقة(zero insertive ring)  إذا آانت تحقق الشرط التالي:  

  = 0 then  x  = 0 for all ,  , x  R 

c.  نقول عن حلقةR نها أduo -  التاليحلقة إذا آانت تحقق الشرط:  

 .ثالياتها هي مثاليات من الجانبينجميع م
  

   :3.1 (Sehgal, 1978, p. 10)تعريف 

رة  ول عن زم ة أ Gنق رة هاملتوني ا زم رة  (Hamiltonian group)نه ل زم ت آ إذا آان
 .Gفي ) Normal(نظامية G  جزئية من

  
  : 1.1ملاحظات 

   :لدينا ما يلي. حلقة ما  Rلتكن

  .حلقة - R l.a.r.iفإن حلقة  - l.i.r.iهي  R اذا آانت .١

  .)1.1واضح من التعريف (: البرهان

ت .٢ ي  R اذا آان ة  - zcه إنحلق ة  - R zi ف ي(حلق ة ف ذه الملاحظ    وردت ه
)Habeb, 1994, p.12( ولكن دون برهان(.  

  : البرهان

  حلقة  - zcهي  Rلأن  =0عندئذٍ  =0يحققان  ,  Rليكن 
 حلقة فإن هذا – zcهي  Rوبما أن   . ( x) = 0ي أ ،   x = 0  ,  x  R ومنه

  .حلقة - ziهي  Rومعنى هذا أن   x  = 0أو   = 0 ( x)يؤدي إلى 

ت  .٣ ة  - R duoاذا آان إنحلق ة - R zi ف ي   { حلق ة ف ذه الملاحظ  وردت ه
)Habeb, 1994, p.12( ولكن دون برهان{.  

  .)2oمماثل لبرهان ( :البرهان

  .حلقة - R zi فإنحلقة  - R l.a.r.i  اذا آانت .٤
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   .)2oمماثل لبرهان ( :البرهان

    .)Habeb, 1990, p. 73( حلقة -  R l.a.r.iفإنحلقة  - R ziاذا آانت  .٥

  . )2oمماثل لبرهان (: البرهان
  

  :   (Habeb, 1994, p. 14)  2.1ملاحظة

              zc -   حلقة  

                                       

duo  -  حلقة zi   - حلقة 

  ) Aالمخطط (          

  :ستخلص من الملاحظات السابقة ما يلين 

zc                 - حلقة    

                        

    duo -  حلقة zi   - حلقة   

                         

 l.i.r.i       -  حلقة l.a.r.i  -  حلقة  

  ) Bالمخطط (             
  

  .حلقة -  A[G،ziشروط لازمة لكي تكون حلقة الزمر  - 2.§

  : 1.2 (Ahmad, 1977, p. 40)تمهيدية 

  :فإن g Gوآان   Gزمرة جزئية من  Hإذا آانت

g   if and only if 1- g   G(H) 

  :2.2تمهيدية 

  : ، واذا وضعناnذو رتبة منتهية  g  G حلقة ما، إذا آان A زمرة ما، ولتكن  Gلتكن

H =  g  = {, g, g2, ..., gn  -1} 

 = 1  g  g  ...  gn - 1 
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 ٢٠٠٨، )٢٢(، مجلد )العلوم الطبيعة(مجلة جامعة النجاح للأبحاث  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

    :يكون لدينا  A Gفإنه في حلقة الزمر

G (H) = ()l 

    :واضح أن : البرهان

h  =   h   

  :نأوينتج عن هذا 

(1 - h)  =  - h =  -  =   h   

  :ينتج ما يلي G (H) ومن تعريف

xG (H) then x = 
i
 ri (1-hi); ri   [G] and hi    

    :ومنه

x  = 
i
 ri(1-hi )  = 

i
 ri [(1-hi) ] =   

  :، إذن x  ()lومعنى هذا أن 

(1) G (H)  l 

 ـمجموعة ممثلات صفوف   B = {x j}jJإذا آانت   :من جهة ثانية   Gالتكافؤ إلى اليسار ل
 x j Hفإن  H بحسب

j
U G =ومنه:   

g  G then g = x j h; j  J and h  H  

  :وينتج عن هذا أن

y  l  then y  A[G] and y =   

  :ولكن

y = 
i
 ai gi  = 

i
  ai x ji  hi  = 

i
 x ji bi  

   xji   و   bi    []حيث

  :    ومنه
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0 = y = (
i
 xji bi)  =

i
 xji (bi) 

  .bi   A [H]  ,  iحيث

ة   ا أن المجموع دة لل  Bوبم كل قاع ولتش ر  مودي ة   A[G]الح ى الحلق    A[H]عل
)Renault, 1970, p.57( لمجموعة فإن ا{x ji}  مستقلة خطياً علىA[H]  ولذلك فإن المساواة

  :ولذلك فإنbi    []ولكن لدينا   ،  i , bi  = :السابقة تؤدي إلى

Cik  hk; Cik   and hk     
k
  bi =  

  :ومنه

  = bi   = 
k
  (Cik  hk)  = 

k
  Cik (hk)= 

k
 Cik  = (

k
 Cik)  

 Cik  = وهذا يعني أن
k
  لأنA[H]  هوA - حر وقاعدته عناصر  موديولH.  

  :وبالتالي

 - bi  = 0 - 
k
 Cik  hk   = 

k
 Cik  -

k
 Cik hk = 

k
 Cik  (1-hk )  G  ( 

  :وبالتالي

y = 
i
 xji bi  G (H) 

 :أي أن

(2) l   G   

 .وهو المطلوب G  = lنجد أن  (2)و  (1)من
  

  :1.2مبرهنة 

تكن  ة Gل رة دوري ت . زم ي A[G]إذا آان ة – zi ه إن  ،حلق تكون  Aف ة – ziس  Gو حلق
  .ستكون زمرة هاملتونية

  :   نالبرها
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 هي  A[G]و     [G]بما أن  .  = بحيث أن ,    ليكن

zi –  ة ه  ،حلق الي  ،   x  =   x   [G] ,  فإن   . , x  = 0  x   وبالت
  . حلقة - ziهـي  Aإذن 

  : هاملتونية Gلنبرهن الآن على أن 

    = g=  {g , ... , gn-1 , 1}ولنضع   nذو رتبة g  Gيكن ل

ة       = 1  g  ...  gn-1و تج عن التمهيدي ذ ين ا أن    .G   l أن 2.2عندئ وبم
G  هيzi - إن ة ف ة بحسب المخطط  - l.a.r.iهي  A[G]حلق ابق أي أن  (B)حلق  lالس

 Hوينتج عن هذا أن  .A[G]الية من الجانبين في هي مث (G هي مثالية من الجانبين، أي أن 
 لأنه إذا آان  Gزمرة جزئية نظامية من 

h     وg*  G  1فإن-h  G   وبما أنG  مثالية من الجانبين  

إن   ا أن  . G  1-g*hg*-1أي أن   G  g*(1-hg*-1ف -* G g*hg وبم

ة       1 تج عن التمهيدي ه ين الي  G     gإذن  H   g*hg*-1أن 1.2فإن إن آل    وبالت ف
  .زمرة هاملتونية وهو المطلوب Gأي أن G هي نظامية في  Gزمرة جزئية من 

  
  ملاحظة

ت  ة   Gإذا آان رة منتهي اً   (Finite)زم ة محلي ون   (Locally Finite)أو منتهي ا تك فإنه
  .وبالتالي تنطبق عليها المبرهنة السابقة (Periodic)دورية 

  
  1.2نتائج 

  زمرة دورية  Gأنه إذا آانت  Bيمكن أن نستخلص من المبرهنة السابقة ومن المخطط 

  :حلقة ما فإنA وآانت  )بشكل خاص منتهية أو منتهية محليا(

  .زمرة هاملتونية  G و  l.a.r.i فإنحلقة  - A[G] l.a.r.iاذا آانت  .١

  .زمرة هاملتونية Gحلقة و  - A zcفإن حلقة  - A[G] zcاذا آانت  .٢

  .زمرة هاملتونية  Gفإنحلقة  - A[G] duo اذا آانت .٣

  .زمرة هاملتونية G فإنحلقة  -  A[G]  l.i.r.iاذا آانت .٤
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  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ٢٠٠٨، )٢٢(، مجلد )العلوم الطبيعة(مجلة جامعة النجاح للأبحاث 

  حلقة  -  A[G] ،ziشروط آافية لكي تكون حلقة الزمر  -§  .3 

  :(Lambek, 1967, p. 82) 1.3تعاريف 

a.  نقول عن حلقةR ين     أ ى اليم ة ال ا وراثي ى    إذا آان  (Right hereditary)نه ة إل ت آل مثالي
  .(Projective)إسقاطية  Rاليمين من 

b.  نقول عن حلقةR نها نصف وراثية إلى اليمين أ(Right semihereditary)   إذا آانت آل
  .ومولدة بعدد منته من العناصر إسقاطية Rمثالية إلى اليمين من 

c.  نقول عن حلقةR نها أprp -   ة ة   إذا آانت   (Principal right Projective)حلق آل مثالي
  .ورئيسية، إسقاطية Rالى اليمين من 

ين     تؤدي الىحلقة وراثية الى اليمين : واضح أن * ى اليم ة إل ى  حلقة نصف وراثي ؤدي ال  وت
prp – حلقة.  

  
  :(Anderson & Fuller, 1974 , p. 68) 1.3تمهيدية 

ة   لا تحوي مجموعة  Rفإن ) أو إلى اليسار(حلقة نيوثرية الى اليمين  Rإذا آانت  ر منتهي غي
  .(Orthogonal idempotents)من العناصر الجامدة المتعامدة 

  :البرهان

 .Rمجموعة من العناصر الجامدة المتعامدة المختلفة عن الصفر في    ... ,e1 , e2 , e3لتكن 
  :عندئذ تكون السلسلة الصاعدة من المثاليات لليمين التالية

e1 R  e1 R  e2  R  e1  R  e2  R  e3  R  ... 

  :بحيث يكون m  Nنيوثرية الى اليمين، وبالتالي يوجد  Rمتوقفة بعد عدد منته من الحدود لأن 

e1  R + e2  R + ... + em R = e1 R + e2  R + ... + em  R + em+1 R  (1) 

   .ei  ej = 0  i  j ,  متعامدة فإن ... , e1 , e2وبما أن 

ـ  (1)ة ـرب العلاقـن ضـج عـك ينتـولذل ان ـار أنـن اليسـم em+1بـ  امختلف em+1ه إذا آ
إن    e1 , e2,...,emعن  ا أن   em+1  R = 0ف ة   Rوبم ي أن     حلق ذا يعن إن ه ة ف  em+1  = 0واحدي

دة في        دة المتعام إن مجموعة العناصر الجام الي ف فهي    {o , e1 , e2 , ..., em}:هي   Rوبالت
  .مجموعة منتهية

  
  :(Small, 1967, p. 73) 2.3تمهيدية 

دة         - R ،prpإذا آانت  دة المتعام ة من العناصر الجام ر منتهي حلقة ولا تحوي مجموعة غي



 ١٨٩ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ أماني صبيح ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 ٢٠٠٨، )٢٢(، مجلد )العلوم الطبيعة(مجلة جامعة النجاح للأبحاث  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 .R      حيث وذلك e2 = eحيث ) r = eR)وآذلك (  l = Reفإن
  

  :3.3تمهيدية 

ت  داً    Rإذا آان راً جام ك عنص ة تمل ة واحدي ا  eحلق ا فيه يس مرآزي رطين   ،ل د الش إن أح ف
  :سيكون محققا -ى الأقلعل –التاليين 

a. R تحوي عنصرا    يحقق:  

e    and  e =   

b. R تحوي عنصرا    يحقق:  

 e =  and e  =   

  : البرهان

يس من مرآز     eبما أن  ه يوجد    Rل إن العنصر      ex  xeبحيث يكون   x  Rفإن ه ف ومن
exe   لا يمكن أن يساوي بآن واحدxe وex.  

  :ولكن  e = وأن    فنجد أن   = exe-exنا نضعفإن  exe  exإذا آان

 e = exe-exe = 0; e2 = e 

  :ولكن e = وأن    0فنجد أن   = exe-xeفإننا نضع  exe  xeوإذا آان 

e  = exe-exe = 0. 
  

  :}ولكن دون برهان(Habeb, 1990, p. 73)  هذه النتيجة في دترو{ 1.3نتيجة 

  .فإن جميع عناصرها الجامدة ستكون مرآزيةحلقة   R،- zcإذا آانت 

  :البرهان

ابقة يوجد      eوي عنصراً جامداً وغير مرآزي تح Rإذا آانت  ة الس    0فإنه من التمهيدي
ي أن   – R، zc، ولكن  ) = 0 and  e  0 eأو (  e = 0 and e   0بحيث   ة يعن  حلق

 e = 0 then e  = 0 ) أو = 0 then  e = 0 e (ل على التناقضونحص.  
  

  (Habeb, 1994, p. 14) 1.3ملاحظة 

إن   eR  =Reيحقق  و Rحلقة الجامداً في  eإذا آان  ه        eف ة لأن ذه الحلق اً في ه يكون مرآزي
  :لدينا  r  Rمن أجل آل



  "حلقات الزمر صفرية الإدخال" ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ١٩٠

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ٢٠٠٨، )٢٢(، مجلد )العلوم الطبيعة(مجلة جامعة النجاح للأبحاث 

re  Re = eR then re = er- then ere = er- = re 

  :ثم إن

er  eR = Re then er = r= e then ere = r= e = er 

  .مرآزي eوبالتالي  re = ere = er:  نهم
  

  :1.3مبرهنة 

  :حلقة فإن الشروط التالية متكافئة - prpونيوثرية إلى اليمين و واحدية حلقة Rإذا آانت 

١. R  هيzc - حلقة.  

٢. R   هيzi - حلقة.  

  .مرآزية Rجميع العناصر الجامدة في  .٣

  : البرهان

1  2 : من المخططB.  

2  3 : ليكنe جامداً فيR   عندئذٍ لديناR(l-e) = (l-e)R لأن:  

x R(l-e) then x = r (l-e); r  R 

  :ومنه   = er (1-e) = 0exحلقة فإن  - ziهي  Rوبما أن   e (1-e) = 0لدينا

x = x - 0 = x - ex = (1-e) x  (1-e) R 

اآس ، إذن     R(l-e)  (l-e)Rإذن واء المع ا أن   R(l-e) = (l-e)Rوبالمثل نجد الإحت وبم
l-e  أن  1.3جامد فإنه ينتج عن الملاحظةl-e  جامد مرآزي فيR  وبالتاليe  مرآزي فيR.  

31:  بما أنR إن  نيو ين ف ة من العناصر        لا R ثرية إلى اليم ر منتهي تحوي مجموعة غي
وذلك  e2 = eحيث   1 = Re(): حلقة فإن - prpهي R وبما أن . 1.3الجامدة بحسب التمهيدية 

  R     وبما أن  ،2.3سب التمهيدية بحe  جامد فيRفإن ، e  في  مرآزي R  الي ، وبالت
ا أن    .1 = eR()ومن ثم فإن  ،eR   =Reفإن إن   ، eR   ()1 =وبم الي     eRف وبالت
  .  = 0 ولذلك  r  Rحيث   = erفإن

ا أن   إن    Rوبم ة ف ة واحدي إن  و e = e.l  eR = ()1:  حلق الي ف ا    .e = 0بالت   eأنوبم
هي   Rومعنى هذا أن    = 0أي أن   e r = 0 . r = 0 وبالتالي فإن  ،e = 0مرآزي فإن 

zc - حلقة.  
  :4.3تمهيدية 
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 ٢٠٠٨، )٢٢(، مجلد )العلوم الطبيعة(مجلة جامعة النجاح للأبحاث  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

ت  ا   Gإذا آان ة رتبته رة منتهي ة   nزم ي الحلق ب ف ة للقل ت  Aقابل ى  Aوإذا آان ة إل نيوثري
 .حلقة - prpتكون حلقة نيوثرية إلى اليمين و A[G]اليمين ووراثية فإن 

  

  : البرهان

م إن   )Lambek, 1967, p. 153(نيوثرية إلى اليمين  A[G]إن  ه إذا    A[G]ث ة لأن وراثي
  . إلى اليمين موديول - Aتكون I فإن A[G] مثالية إلى اليمين من  Iآانت 

  . إسقاطي إلى اليمين موديول -  Aهي A[G]حر فإن  موديول - Aهي  A[G]وبما أن 

ا أن  ل   Aبم إن آ ة ف ول - Aوراثي ن   مودي ين م ى اليم ي إل و  A[G]جزئ ول - Aه  مودي
  .)Lambek, 1967, p. 86(إسقاطي إلى اليمين 

ول  - A[G]هي   Iإسقاطي إلى اليمين وينتج أن  موديول - Aهي  Iإذن  ى   مودي  إسقاطي إل
ين  ذا أن    )Lambek, 1967, p. 154( اليم ى ه الي      A[G]ومعن ين وبالت ى اليم ة إل ة وراثي   حلق

prp - حلقة.  
  

  : 2.3نتيجة 

رة  ى الزم ة Gضمن الشروط المفروضة عل ى الحلق ون  A وعل ابقة، تك ة الس ي التمهيدي ف
  .A[G]الشروط التالية متكافئة على 

١. A[G]  هيzc - حلقة.  

٢. A[G]  هيzi - حلقة.  

  .مرآزية A[G]جميع العناصر الجامدة في  .٣

  :البرهان

  .1.3والمبرهنة  4.3ينتج مباشرة عن التمهيدية 
  

  : 3.3نتيجة 

ة      Aوإذا آانت   Aقابلة للقلب في    nمنتهية رتبتها  Gإذا آانت  ين ونظامي ى اليم ة إل نيوثري
إن ة A[G] ف تكون نظامي ونو ،)Lambek, 1967, p.155( س ى أن تك ؤدي ال ذا ي  A[G] ه

ة    الي   )Lambek, 1967, p. 86(نصف وراثي ة   - prpهي   A[G]وبالت م إن  ، حلق  A[G]ث
  .A[G]على لتالي  تكون الشروط الواردة في النتيجة السابقة متكافئة نيوثرية إلى اليمين وبا

  ملاحظة
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  : فإننا نستطيع أن نبرهن على أنA قابلة للقلب في الحلقة  Gرتبة الزمرة  nإذا آانت 

A[G]  ،zi -  وهذا يؤدي الى أنحلقة G زمرة هاملتونية.  

  البرهان

و ـك فه ـولذل  A[G]ي ـد ف ـجام   = l/n(1 + g + ... + gn-1)ذ ـعندئ  g  Gن ـليك 
ة في     g  G ; g  supp  ي ـة وبالتال ـحلق  – A[G] ،zi زي لأنـمرآ رة نظامي  G زم

), p. 40 Sehgal, 1978(  ولكن ، g   = g  G, g  Supp   إذن G g     
   .هاملتونية  Gو
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